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ZADANIE 1. Wiadomo, że na skończenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H = C
n,

każdy operator jest operatorem mnożenia przez macierz zespolona̧: T (x) = xA,
gdzie A = [ai,j ] jest wymiaru n× n, a x jest wektorem wierszowym (x1, . . . , xn).
(a) Jak wygla̧da macierz operatora sprzȩżonego?
(b) Zidentyfikuj operatory (macierze) hermitowskie i projekcje ortogonalne.
(c)* Zidentyfikuj dowolne projekcje.
(d)* Zidentyfikuj macierze normalne.

ZADANIE 2. Udowodnij, że spektrum macierzy jest tym samym czym jej spek-
trum punktowe, czyli pokrywa siȩ ze zbiorem wartości w lasnych, czyli ze zbiorem
zer wielomianu charakterystycznego det(λI − A) = 0 (teraz I oznacza macierz
jednostkowa̧ n× n), a promień spektralny to maksymalny modu l wartości w lasnej.

ZADANIE 3. Dla operatora normalnego udowodnij wzór

‖T‖ = sup{〈Tx, x〉 : ‖x‖ = 1}.

Podaj przyk lad operatora (nie normalnego), dla którego wzór ten nie dzia la.

ZADANIE 4. Sprawdź, że suma i z lożenie operatorów normalnych sa̧ operatorami
normalnymi. Jak to jest z operatorami hermitowskimi i unitarnymi?

ZADANIE 5. Na przestrzeni miarowej (Ω,Σ, µ) ustalmy funkcjȩ mierzalna̧ ograni-
czona̧ f . Na H = L2(µ) zadajemy operator wzorem T (g) = gf .
(a) Sprawdź, że jest to operator ograniczony, oblicz jego normȩ.
(b) Jaki jest jego sprzȩżony?
(c) Czy jest to operator normalny?
(d) Kiedy jest on odwracalny?
(e) Kiedy jest on unitarny?
(f) Znajdź wartości w lasne operatora T .
(g) Zak ladaja̧c, że (Ω,Σ, µ) = (R,Σborelowskie, µLebesgue’a) i że f jest cia̧g la, znajdź
widmo operatora T .
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